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1. Izracunaj krivolinijski integral | = j(xy —1)dx + x*ydy od tacke A(1,0) do tacke B(0,2).
L

a) po pravoj 2x+y=2
b) duz parabole 4x+ Yy’ =4
¢) duz elipse x=cost ; y= 2sint

Rjesenja:
a) Skicirajmo datu pravu (uputa vidi sliku desno). P 'y
2x+y=2
y=2-2x
dy = -2dx LJ.
I :j(xy—l)dx+x2ydy: f-z
L
0 L
= j [X(2—2x) —1Jx + X3 (2 - 2x)(-2dx) = 1 )
1 !
0 ‘ £
= J-(2x—2x2 —Ddx + (—4x> +4x7)dx =
1 0 A
’ X o x> o x> o 0
:j(4x3—6x2+2x—1)dx=4-—| —6-—| +2-=| -x  =-1+2-1+1=1
1 4 1 3 1 2 1 1

b) Skicirajmo parabolu (uputa: vidi sliku iznad).
2

Ax+y' =4 = x:l—yT = dx=- ydy

0 y’ y YAl
I = | (xy—Ddx+x’ydy=|||1-Z-|y-1| -2d 1-2—| ydy =
Ljz(y )dx + xydy M 4Jy }[ 2y)+( 4Jyy
y’ y y? oyt
X =Yy |+ 1=+ |ydy =
(y 4 J( 2 y}( 2+16]yy

y: oyt oy y' oy
— e+ = dy+| y——+-|dy =
( 28 2}” (y 16 )Y~
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2 5 4 3 2 6 5 4 3 2
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¢) Skicirajmo elipsu (uputa: vidi sliku sa prethodne stranice).

X = cost y = 2sint
dy = 2costdt
X = cost
L,:3y =sint
o<t<Z

T

2
= I(Xy—l)dx+ x*ydy = j(cost~2sint —1)-(—sintdt) + cos’t- 2sint -2 costdt =
L 0

T

O 0 | N

2
(—2sin’tcost +sint)dt + 4 cos’ tsintdt = '[(4 cos’tsint +sint —2sin’tcost)dt =
0

T T T

2 2 2 *
= 4I cos’tsintdt + J.sin tdt — 2J. sin’t costdt —
0 0 0

cost=u ) )
jcos3tsintdt = |-sintdt = du =—'[u3du =—UT+¢=_COAS1 t
sintdt = —du
sint=u 3 in’
jsin tcostdt = :IUZdu :u_+C: Sin t+
costdt = du 3 3
* 4 K3 Ed .3 T
RO LI PRIV I S0\ (L USSR UR S S
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Zadaci za vjezbu

U zadacima 3806 — 3821 izralunati date krivolinijske integrale.

3806. f xdy po konturi trougla koji obrazuju koordinatne ose i prava:
i ;

f_.}.!_ﬂ-l, — u pozitivnom smeru obilaZenja (tj. nasuprot kretanju satne
2 3
kazaljke). ,

x .
3807. f xdy po odsetku prave :+%= 1, od take preseka sa apscis

. L .
nom do ta¥ke preseka sa ordinatnom osom.
3808. f (x2—y? dx po delu parabole y=x2 od koordinatnog poletka do

. L
tatke (2,4).
3809, f (x*+)*) dy po konturi Zetvorougla ¢ija su temena (navedena po

L + .
redu obilaZenja): 4(0, 0), B(2,0), C(4,4) i D(0, 4). |
| | . (R' 2“) ) | . . | £33 -
3810. f —xcosydx+ysinxdy duZ pravolinijskog odsetka koji spajs

, 0)
tatke (0, 0).i (x, 2%)..
‘ an o D o 3 e,
3s811. fxydx+(y—x)dy duz krive 1) y=x, 2) y=x%

0,0)
4) y=x>.

n
3812. [2xpdx+x?dy duZ keive 1) y=x, 2) y=x2, 3) y=x7, 4) y*=x.

©, 0)

3813. fydx+-xdy po delu kruga x=Rcost, y=Rsint, od t,=0 do
L

=",
2
3814. f ydx—xdy po elipsi x=acost, y=bsint, u pozitivnhom smeru
Qbilaienja. -
381S. i%:——;:‘_i_}__’, po polukrugu x=acost?, y=asint od t,=0 do

° A4 ]
¥ Rjesenja
t,=m. ‘

3816. f (2a—y) dx—(a—y)dy dui prvog (ratunmajuéi od koordinatnog  3806. 3. 3807.522 .
] )
poletka) svoda cikloide x=a (t—sinf), y=a (1—cos 1).

' 56 1
dy—yids | . . . 3808. — <. 3809. 37—,

3817. —s——5—, priemu je L deo astroide x=Rcos3t, y=Rsin3t 1
P X747 3810. 4. 3811 1);

od talke (R, 0) do tagke (0, R). 1 17 1
3818. [xdx+ydy+(x+y—1)dz duf pravolinijskog odsetka od tatke 212° D' ¥ 2"
(1,1, 1) do Ltaéke @ 3, 4). A 3812. U sva &etiri slutaja

vrednost integrala je 1.

3819. [yzdx+zVR—)dy+xydz po zavojnici x=Rcost, y=Rsint, 3813. 0. 3814. —2xab.
L

at . . . 4
z==5——, od njenog preseka sa ravni z=0 do preseka sa ravni z=a. 3815. 3% 3816. na.
T

4,4, 9 3
i ’ ‘ 3817. —=R|' R
3820. XAxAydy+zdz 405 prave linije. T
+y2+22—x—y4+2z

} R
a.Ln 3818. 13. 3819.—1“?-«
. . )
3821. f y*dx+ 22 dy + x2dz duZ krive po kojoj se seku sfera x2 + Y +z22=R3 R
L. . _ 3820. 3)/3. 3821, ———.
i cilindar x*+)*=Rx (R>0, z>>0), pri &mu Jje smer’ obilaZenja po konturi, 4
posmatran iz koordinatnog podetka, suprotan kretanju satne kazaljke.
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Zadaci za vjezbu
U zadacima 3822-—3823 krivolinijskc integrale po zatvorenim kontura-

ma L, uzete u pozitivnom smeru obilaZenja, mi
po oblastima, ogranienim tim konturama sformisati u dvojne integrale

3822. { (1—x) ydx+x(1+)% dy. : .
3823. [ (¢7+2xc0sp)dx+(e”—x*siny) dy.
L

3824. Izratunati integral u zadatku 3822, ako je kontura integracije L
krug x*+)*=R?, na dva natina:

1) neposredno;..

2) primenom Grinove formule.

. 3828, Izralunati f (xp +x+y)dx+ (xy+x—y)dy, pri emu je kontura
. SR

integrac'i‘je L: 1) elipsa —:2—2—+£= 1; 2) krug x*+)*=ax, a integral se uzima

oba puta u pozitivnom smeru obilaZenja. (Ralun izvesti na dva nalina:
1) neposredno, i 2) primenom Grinove formule).

3826. Dokazati da je integral f (e +e)dx+ (xy* + xe’—2y) dy jednak
L

nuli ako je putanja integracije L zatvorena kriva simetri®na u odnosu- na
koordinatni po&etak. .
3827. Primenom Grinove formule izratunati razliku integrala

L= [(+y)rds—(x—y)dy
AmB

L= [ (etypdi—(x—yPdy,
AnB

pri ¢emu je AmB pravolinijski odsetak koji spaja tatke 4(0,0) i B(l,1), a
AnB je luk parabole y=x*

3828. Pokazati da je vrednost integrala [ {xcos (N, x)+ ysin (N, x)}dS,

L
u kojem je (N, x) ugdo izmedu spoljne normale krive L i pozitivnog smera
apscisne ose, uzetog u pozitivnom smeru obilaZenja po zatvorenoj krivoj L,
jednaka dvostrukoj povrsini oblasti ogranitene zatvorenom krivom L.
3829. Dokazati da integral f (2xy —y) dx+ x2ay, uzet po zatvorenoj kri-
. L
voj L, izraZava povriinu oblasti ogranitene tom krivom.
~3830. Dokazati da je integral f @ (y)dx+[xq¢’ () +x°1dy jednak tros-

trukom ‘momentu inercije homogene ravne figure ogranitene konturom L. u
odnosu na ordinatnu osu.

Rjesenja
3822, fpf(x’+y’)dxdy.
3823. j;f(y—x)e#dxdy.

s "X
2

» 3
3825. 1) 0; 2) _-Esf_,

3827. i
‘ 3





